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Appunti delle lezioni ed esercitazioni 

tratte dai testi di passate edizioni di gare di matematica

Contare, contare…

(Basi di numerazione)

ESEMPIO 1: Quante cifre ha, in base 2, il numero 2001?

(A) 8
(B) 9
(C) 10
(D) 11
(E) 12  




(Giochi di Archimede, Biennio 2001)
In base 10, ogni numero minore di 10n può essere scritto in al più … cifre. Per esempio, 83 è minore di 102 e si scrive in 2 cifre. Più precisamente, dato un numero p, se è 10n-1≤ p<10n, allora p si può scrivere in n cifre. Analogamente per un’altra base di numerazione. Per esempio, in base 2, il numero 6 è compreso tra 22 e 23; quindi si scrive in 3 cifre binarie (610=(110)2; infatti 6=22+21+0). Quindi, poiché 1024=210≤2001<211=2048, allora 2001 ha bisogno di 11 cifre binarie per essere scritto. (risp. (D)).

ESEMPIO 2: Sapendo che 2100 ha 31 cifre decimali, trovare quante cifre ha 5100.

(A) 70
(B) 72
(C) 76
(D) 77
(E) 81





(Olimp. Mat. Biennio 1991)

Sappiamo che 1030≤2100<1031. Dobbiamo trovare un intero positivo x tale che 10x-1≤5100<10x. Moltiplichiamo membro a membro, otterremo relazioni con sole potenze di 10: 1030+x-1≤21005100<1031+x, quindi 1029+x≤10100<1031+x, da cui consegue 29+x≤100<31+x, cioè x≤71 e x>69, ovvero 69<x≤71. Ma x è 70 o 71? Proviamo a partire da una più fine considerazione di quella da cui noi siamo partiti. Noi abbiamo detto che, dato un numero p, se è 10n-1≤ p<10n, allora p si può scrivere in n cifre, ma può esser utile considerare che, se p non è una potenza di 10, allora 10n-1< p<10n. Analogamente, deve essere 10x-1<5100<10x. Con procedimento del tutto analogo a quello di prima, si giunge a 69<x<71, quindi x=70 (Risp. (A)).

ESEMPIO 3: In una certa base di numerazione b, il numero XYZ-YXZ è divisibile per 20 (espresso in forma decimale) qualunque siano le cifre X, Y, Z di tale sistema di numerazione. Quale tra i seguenti numeri può essere il valore di b?

(A) 10
(B) 5
(C) 8
(D) 14
(E) 3




                               (Olimp. Mat. Triennio, 1989)
Sappiamo che, qualunque sia b, deve essere Xb2+Yb+Z-Yb2-Xb-Z=X(b2-b)+Y(b-b2)=(b2-b)(X-Y)=b(b-1)(X-Y). L’ultima espressione deve essere uguale a 20k, per un certo k intero positivo. Cosa possiamo dire su b? Poiché X-Y può assumere vari valori, deve essere b(b-1) multiplo di 20; tra i numeri dati, l’unico che, moltiplicato per il numero precedente, dà un multiplo di 20, è 5 (risp. (B)).

ESEMPIO 4: Sia P(X) un polinomio i cui coefficienti sono 0 o 1. Dire quale delle seguenti affermazioni è vera.

(A) P(2) non può valere 51
(B) P(3) non può valere 37
(C) P(3) non può valere 92

(D) P(4) non può valere 20
(E) P(5) non può valere 150              (Giochi di Archimede, Triennio 2001)

Se P(x)=anxn+an-1xn-1+…+a0 è un polinomio con coefficienti 0 o 1, allora per ogni intero k il numero P(k) si rappresenta in base k mediante le cifre (anan-1…a1a0)k. Poiché (92)10=(10102)3, questo numero non può essere rappresentato facendo uso solo di 0 e 1 (la rappresentazione in base 3 contiene 2), quindi P(3) non può essere pari a 92. ((C) è vera). Inoltre: (51)10=(110011)2, quindi (A) è falsa; (37)3=(1101)3, quindi (B) è falsa; (20)10=(110)4, quindi (D) è falsa; (150)10=(1100)5, quindi è falsa anche la (E).

ESERCIZI PROPOSTI

ESERCIZIO I: Quanti sono i numeri naturali che in base 10 si scrivono con 3 cifre e in base 2 si scrivono con 7 cifre?


(Olimp. Mat. Triennio, II liv., febbraio 1999)

ESERCIZIO II: In un bersaglio la corona circolare più esterna vale un punto, la successiva vale due, le altre 4, 8, 16 punti ed infine il centro vale 32 punti. In quanti modi si possono totalizzare 51 punti tirando 5 freccette? Si tenga presente che non conta l’ordine con cui si tirano le freccette e che le freccette che sbagliano il bersaglio realizzano 0 punti.



(Olimp. Mat. Biennio 1993)

(A)1
(B) 2
(C) 4
(D) 5
(E) 8

ESERCIZIO III: Gli abitanti di Marte hanno un sistema di numerazione a base a noi sconosciuta secondo cui 1, 4, 14, 31, 100 sono i quadrati dei primi cinque numeri naturali. Qual è la base che utilizzano i marziani?




(Premio “Città di Terni” Mathesis, Biennio 1997
Risposte: I: Cerchiamo i numeri n per cui 102(n<103 e 64=26(n<27=128, dovrà essere 100(n<128, quindi i numeri cercati sono 28.

II: Come per ogni numero, è unica la scomposizione binaria di 51 (cioè come somma di potenze di 2), ed è questa: 51=1+2+16+32. Se al più una freccetta colpisce il bersaglio, esiste quindi solo questa possibilità (quindi una delle 5 frecce mancherà il bersaglio). Se invece due freccette colpiscono la stessa zona del bersaglio, osserviamo che esse possono essere sostituite da una freccetta nella zona immediatamente superiore. Quindi altre possibilità sono:

(sostituendo 2 con 1+1): 1+1+1+16+32

(sostituendo 16 con 8+8): 1+2+8+8+32

(sostituendo 32 con 16+16): 1+2+16+16+16.

Poiché le frecce che colpiscono il bersaglio sono al più 5, non ci sono altre possibilità: 4 sono i modi possibili.

III: 5.

Aritmetica: i numeri della maestra (bei tempi…)

Numeri pari e numeri dispari
Un numero intero positivo pari si può scrivere nella forma 2k, dove k è intero positivo, mentre un dispari nella forma 2k+1. La somma di due pari è quindi della forma 2k+2h=2(k+h), quindi ancora pari; analogamente, la differenza tra un pari 2k e un altro pari 2h (se k>h) è… perché è della forma… . La somma di due dispari 2k+1+2h+1=2(k+h+1) è pari, e la differenza… perché della forma… . Il prodotto tra due pari è del tipo 2k2h, quindi è…, anzi è anche divisibile per 4. Il prodotto tra un pari ed un dispari è 2k(2h+1) è ovviamente…; solo il prodotto tra due dispari (2k+1)(2h+1)=4kh+2k+2h+1=2(2kh+k+h)+1 è… in quanto somma di un pari +1. 

In sintesi: la soma/differenza di due numeri interi positivi è pari solo se i due numeri hanno stessa parità (cioè o sono entrambi pari, o entrambi dispari). Il prodotto di due numeri interi è dispari solo se entrambi sono dispari (è pari in tutti gli altri casi). Vediamo anche gli schemi seguenti:

	+ (o -)
	Pari
	Dispari

	Pari
	Pari
	Dispari

	Dispari
	Dispari
	Pari


	(
	Pari
	Dispari

	Pari
	Pari
	Pari

	Dispari
	Pari
	Dispari


ESERCIZIO I: Dati due interi a e b, quale delle seguenti affermazioni è sempre verificata?

(A) Se a+b è pari, allora a·b è pari

(B) Se a+b è pari, allora a·b è dispari

(C) Se a+b è dispari, allora a·b è pari

(D) Se a+b è dispari, allora a·b è dispari

(E) Nessuna delle precedenti


(Olimp. Mat. Biennio 1994)

ESERCIZIO II: Date le cinque frasi seguenti: 

1. Se n è un intero>0, allora n2+n è un numero pari

2. Se n è un intero>0, allora 10n-3 è un numero pari

3. Esiste almeno un valore intero di n per il quale 10n-3 è un numero pari

4. Se n è un intero>0, allora (6n+3)(4n-1) è un numero dispari

5. Se n è un intero>0, allora n(4n+3) è un numero dispari.

             
Si può dire che:

(A) Sono vere solo le prime tre

(B) Sono vere solo 3., 4.

(C) Sono vere solo 1., 3.

(D) Solo la 1. è vera

(E) Solo 1., 4. sono vere

(Premio “Città di Terni” Mathesis, Triennio 2000)

ESERCIZIO III: Un fiorista, con gli ultimi fiori rimasti, realizza 10 graziosi mazzolini, ciascuno formato da uno o più fiori tutti uguali, e li espone in vetrina. A metà giornata, però, no avendo venduto ulla, prova a comporre dei mazzi più grandi e variopinti. Ciascuno dei nuovi mazzi è formato riunendo più di uno dei mazzetti preparati precedentemente. Quanti sono i nuovi mazzi? (Ricordare che, secondo le norme, i mazzi floreali devono sempre essere costituiti da un numero dispari di fiori).
(Premio “Città di Terni” Mathesis, Triennio 1997)

Risposte

I: Dal confronto tra le due tabelline sopra viste, segue la risposta (C); IIE; IIIA.

Problemi sulla fattorizzazione di numeri interi

Un numero intero positivo si può scrivere come prodotto di numeri interi positivi primi, ciascuno elevato ad un opportuno esponente, in modo unico (teorema di fattorizzazione).

ESEMPIO 1: Per un regalo, Carlo vuol riempire una scatola cubica con cioccolatini anch’essi di forma cubica, ma in casa ne possiede solo alcuni, che possono essere disposti giusti, giusti lungo uno spigolo della scatola. Allora egli compra altri cioccolatini, che trova in vendita in sacchetti di 6; naturalmente il numero di confezioni che egli acquista è il minimo numero che consenta il riempimento della scatola, tenendo conto di quelli già posseduti. Poi Carlo incarica il fratellino Luca di riempire la scatola, permettendogli di mangiare i cioccolatini che avanzeranno. Perché Luca, dopo aver svolto il suo compito, rimarrà male? Giustificare la risposta con un ragionamento matematico.   (Premio “Città di Terni” Mathesis, Triennio 1995)

Il problema equivale al seguente: Dimostrare che, se n è un intero positivo, allora n3-n è divisibile per 6.

Sappiamo che n3-n=n(n-1)(n+1). Poiché n-1, n, n+1 sono tre numeri uno di seguito all’altro, uno di essi è divisibile per 3 (infatti i numeri interi si succedono in modo che uno ha come resto 0 nella divisione per 3, il seguente ha come resto 1, il seguente ha come resto 2, il seguente ancora ha come resto 0, poi 1, e così via); inoltre, per l’alternanza dei pari ed i dispari, uno almeno dei tre fattori è pari. Quindi, nella fattorizzazione di n3-n, compare sia 2 che 3 (eventualmente elevati a potenza), e il numero n3-n è multiplo di 6.

ESEMPIO 2: Se a e b sono due numeri interi positivi tali che 3a=2b, quale delle seguenti conclusioni è corretta?

(A) a+b è multiplo di 5     (B) a+b è dispari
    (C) ab è pari ma non multiplo di 4      (D) a oppure b è dispari


(E) nessuna delle precedenti è corretta


(Olimp. Mat. Biennio 1993)

Poiché 3 deve comparire nella fattorizzazione del numero a primo membro, e di quello a secondo membro, deve essere uno dei fattori di 2b, e quindi anche di b (dal momento che 2 e 3 non hanno fattori in comune, cioè si dicono  primi fra loro); analogamente, 2 deve essere uno dei fattori di 3a, e quindi di a. Ma allora esiste k intero positivo tale che a=2k, quindi, sostituendo: 3(2k)=2b, da cui 3k=b; allora a+b=2k+3k=(2+3)k=5k :è vera (A). Controesempio per (B): a=4, b=6; come controesempio per (C) va bene la stessa coppia di valori per a, b, ed anche per (D).

ESEMPIO 3: Determinare il numero dei parallelepipedi retti con base quadrata che hanno tutti gli spigoli di lunghezza intera e volume uguale a 270000.
Se la dimensione del lato del quadrato di base è x, mentre quella dell’altezza è y, deve essere x2y=270000, con x ed y interi. Scomponendo in fattori 270000, si ha:  x2y=243354. Per l’unicità della fattorizzazione degli interi, x ed y possono avere come divisori solo 2, 3, 5. Poniamo allora:x=2a3b5c,  y=2d3e5f. Quindi, per le note proprietà delle potenze: x2y=(22a32b52c)(2d3e5f)=22a+d32b+e52c+f. Quest’ultimo prodotto deve uguagliare 243354, quindi, ancora per il teorema di fattorizzazione unica, devono valere le seguenti relazioni: 
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Elenchiamo dunque le possibilità: (a,d)=
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Scegliendo una coppia di valori tra le 3 possibili per (a,d), una coppia di valori per (b,e) tra le 2 possibili, una coppia per (c,f) tra le 3 indicate, si ottengono le dimensioni di un parallelepipedo con il volume richiesto. Per esempio, scegliendo la prima coppia per (a,d) (cioè (0,4)), la prima per (b,e) (cioè (0,3), la prima per (c,f) (cioè (0,4)), si ottengono le dimensioni: x=203050=1, y=243354=270000,  per cui il volume è x2y=270000. Quali sono tutti i possibili parallelepipedi? Tutti quelli conseguenti all’associazione di una delle 3 possibilità per (a,b), con una delle 2 possibilità per (b,e), con una delle 3 possibilità di (c,f); il numero di possibilità è quindi 3(2(3=18: questo è il numero di parallelepipedi.

ESEMPIO 4: In un numero di 6 cifre le prime tre sono ordinatamente uguali alle altre tre. Dimostrare che tale numero è divisibile per 7, per 11 e per 13.

(Premo “Città di Terni”Mathesis, Triennio 1993)

Il numero abcabc rappresenta la quantità a105+b104+c103+a102+b10+c=(mettendo in evidenza 103 tra i primi tre addendi) 103(102a+10b+c)+102a+10b+c=(102a+10b+c)(103+1). Poiché l’ultimo fattore è pari a 1001=7(11(13, l’affermazione è dimostrata.

ESEMPIO 5*: Sia data l’equazione x2-y2=21. Quante e quali sono le sue soluzioni (coppie di numeri x, y) intere positive? Giustifica la risposta indicando con precisione ogni passaggio. 




(Premio “Città di Terni” Mathesis, Biennio 2001) 

Deve essere (x-y)(x+y)=21. Scomponiamo 21 come prodotto di due numeri. Può essere: 21=1(21 oppure 21=3(7; essendo x-y<x+y, sarà allora, nel 1° caso, 
x-y=1          oppure
x-y=3     nel 2° caso. 




x+y=21
x+y=7

Sommando membro a membro le prime due si ottiene x=11, sottraendole membro a membro, si ottiene invece y=10. Questa coppia di valori costituiscono una soluzione dell’equazione data. Nel 2° caso, sommando membro a membro le due equazioni e sottraendole membro a membro, si ottiene x=5, y=2 (seconda soluzione). Non essendoci altre possibilità, si hanno solo due soluzioni.

ESEMPIO 6*: Quante e quali sono le soluzioni intere positive dell’equazione x2=y2+12?

Il procedimento è inizialmente analogo a quello dell’esempio precedente. Le condizioni che devono essere verificate sono: 
x-y=1           oppure
x-y=2         oppure 
x-y=3


x+y=12
x+y=6
x+y=4

delle quali solo la seconda fornisce soluzioni. Infatti sommando e sottraendo membro a membro ciascuna le equazioni del 1° caso, si ottengono soluzioni non intere, e così nel 3° caso. Del resto, senza fare le singole verifiche, basta osservare che non esistono interi x, y tali che la differenza sia dispari e la somma sia pari (vedi tabella all’inizio, nel paragrafo “Aritmetica: numeri pari e dispari”, da cui si evince che la differenza di due interi positivi – di cui il primo maggiore del secondo - è pari se la somma di essi è pari, è invece dispari se la somma è dispari). Nel 2° caso, invece, si anno soluzioni intere poiché 2 e 6 sono entrambi pari (si ottiene un sola soluzione: x=4, y=2).

ESEMPIO 7*: Per quali valori  interi positivi di  a l’equazione x2-y2=a, ammette soluzioni intere positive?

Come negli esempi precedenti, deve essere (x-y)(x+y)=a. Come visto nella spiegazione relativa all’esempio precedente, x-y ed x+y o sono entrambi pari, o sono entrambi dispari. Quindi a deve essere: o divisibile per 4 (nel 1° caso, cioè se a è prodotto di due numeri pari), o dispari (se a è prodotto di due dispari). Viceversa, se a è multiplo di 4, o è dispari, allora a si può scrivere come prodotto di due pari o di due dispari, e quindi esiste almeno una coppia (x,y)di numeri interi positivi tali che (x-y)(x+y)=a. Notare che nel caso in cui non è unica la decomposizione di a come prodotto di due pari, o di due dispari, si avranno più di una soluzione.

ESEMPIO 8: Per quanti valori dell’intero positivo n l’espressione 
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(A) Nessuno
(B) 1
(C) 2
(D) 4
(E) infiniti




(Olimp. Mat. Trennio 1994)

Eseguendo la divisione di polinomi tra 5n+93 e n+7, si ottiene come quoziente 5, e come resto 58. Quindi 5n+93=5(n+7)+58. Si può scrivere 
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. Se la frazione di partenza è un numero intero p, allora 
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 è pari a p-5, ancora intero. Viceversa, se  
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 è intero, allora la frazione data, essendo pari alla somma di 5 con un altro intero, assume un valore intero. Affinché 
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 sia un valore intero, occorre e basta che 58 sia multiplo di n+7. Poiché 58=2(29, sussistono le sole possibilità: n+7=29, oppure n+7=58 (infatti 29 e 58 sono i soli divisori di 58, che superano 7). Quindi, nel 1° caso, n=29-7=22, oppure n=58-7=51 (2° caso). La risposta è (C).

ESEMPIO 9: Qual è il massimo comun divisore tra tutti i numeri del tipo m(n((m4-n4), dove m ed n sono interi e 
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                                   (Olimp. Mat. Triennio 1994)
Se non abbiamo idee, cominciamo con cercarne facendo degli esempi particolari dell’espressione data, per piccoli valori di m, n. Per n=1, m=2, si ottiene 30, per n=1, m=3 si ha 240. Si cerca il M.C.D. di tutti questi numeri.

Osserviamo che mn(m4-n4)=mn(m-n)(m+n)(m2+n2). Cerchiamo dei numeri divisori di questo prodotto, qualunque siano m, n. Per esempio, 2 è un divisore perché se almeno uno dei due numeri m, n è pari, il prodotto mn è sicuramente pari anch’esso; invece, se sia m che n sono dispari, allora il fattore (m+n) è pari, e quindi lo è tutto il prodotto. Ora ci chiediamo se il prodotto è divisibile anche per 3. Se m o n sono multipli di 3, il prodotto è multiplo di 3. Altrimenti, m ed n hanno come resto nella divisione per 3, o il numero 1 o il numero 2. Se hanno stesso resto pari ad 1, allora si può scrivere m=3k+1, n=3h+1 (dove k, h sono opportuni interi positivi); allora (m-n)=3(k-h) è multiplo di 3. Analogamente, se il resto della divisione per 3 di m ed n è per entrambi pari a 2, allora m=3k+2, n=3h+2 (dove k, h sono interi positivi), quindi (m-n)=3(k-h) è multiplo di 3. Se m ed n hanno resto diverso, il resto di uno dei due sarà 1 e l’altro 2; in questo caso m-n non sarà multiplo di 3, ma lo sarà (m+n)=3k+3h+1+2=3(k+h+1). Quindi, in tutti i casi, il prodotto di partenza è multiplo di 3. Non sarà (la fame viene mangiando) che anche 5 è un divisore comune? Se m o n sono multipli di 5, la risposta è ovviamente sì. Esaminiamo gli altri casi, quando cioè i resti della divisione per 5 di m e di n sono 1, o 2, o 3, o 4. Per evitare di considerare i tanti casi, bisogna fare una osservazione preliminare. Dato un qualunque numero x=5k+r, allora x2=25k2+r2+10kr=5(5k2+2r)+r2, dove r2 può essere 12=1, o 22=4, o 32=9=5+4, o 42=16=5(3+1; quindi r2è pari a 1 o a 4, con l’eventuale aggiunta di un multiplo di 5. Di conseguenza, x2 nella divisione per 5 ha come resto 1 o 4. Conviene ora scrivere l’espressione data in partenza in questo modo: mn(m2-n2)(m2+n2). Se m2 ed n2 hanno stesso resto nella divisione per 5, allora il fattore (m2-n2) è multiplo di 5 (per esempio, se tale resto è 4, allora m2=5k+4, n2=5h+4, con k, h interi positivi, quindi m2-n2=5(k-h) è multiplo di 5). Invece, se m2 ed n2 hanno resto diverso (quindi uno ha come resto 1, l’altro 4), allora m2+n2=5k+5h+1+4=5(k+h+1) è multiplo di 5. Ma allora, in tutti i casi, anche 5 è divisore comune a tutti. Quindi fino a questo momento possiamo dire che tutti i numeri ottenuti al variare di m, n dall’espressione data, sono divisibili per 2, 3, 5, e quindi - poiché i tre numeri, presi a due a due, non hanno divisori in comune (si dicono pertanto primi tra loro) - per il prodotto di questi 3 numeri =30. Ma uno dei numeri ottenuti dall’espressione data è proprio 30: inutile, allora, cercare altri divisori comuni. Il M.C.D. cercato è proprio 30.

ESERCIZI PROPOSTI

ESERCIZIO I*: Quante sono le soluzioni intere positive dell’equazione x2=y2+6? (vedi esempi 5, 6, 7)

(A) Nessuna
(B) Una
(C) Due
(D) Più di 2, ma in numero finito
(E) Infinite

ESERCIZIO II*: Quante sono le soluzioni intere positive dell’equazione x2=y2+45? (vedi esempi 5, 6, 7)

(A) Nessuna
(B) Una
(C) Due
(D) Più di 2, ma in numero finito
(E) Infinite

ESERCIZIO III*: L’equazione x2-y2=a non ha soluzioni x, y intere se a vale:

(A) 1001
(B) 1002
(C) 1003
(D) 1004
(E) 1005 


(vedi esempio 7)


                                   (Olimp. Mat. Triennio 1990)

ESERCIZIO IV*: Trovare per quali valori interi positivi di a l’equazione x2-2ax-25=0 ammette due soluzioni intere.

ESERCIZIO V: Dimostrare che la differenza tra un numero intero di tre cifre, e il numero stesso scritto in ordine inverso, è multiplo di 11 (per esempio, 976-679=27(11).



(vedi esempio 4)


(Premio “Città d Terni” Mathesis, Triennio 2001)

ESERCIZIO VI: Per quanti valori dell’intero positivo n l’espressione 
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è un intero positivo? (vedi es. 8)


ESERCIZIO VII: Se n è un intero positivo, quale fra i seguenti è certamente divisibile per 8?

(A) (n+2)(n+3)(n+5) 
      (B) n(n+2)(n+6)
   (C) n(n+2)(n+4)
(D) n(n+3)(n-3)
(E) (n+1)(n+2)





(Giochi di Archimede, Biennio 1994)
Risposte: IA; IID; IIIB; IV: due sol.(a=0; a=12); VI: un solo valore di n (n=1); VII: (C).

Esercizio V: 102a +10b+c-102c-10b-a=99(a-c) divisibile per 11.



Come sa di sale




lo scendere e il salir per le scale…
(Progressioni aritmetiche e geometriche)

Una successione di numeri a0, a1, a2,…,an,… si dice progressione aritmetica se la differenza tra un termine ed il precedente è costante. Cioè ai-ai-1=d (sempre lo stesso valore), per i=1, 2, 3, 4,… . Al numero costante d si dà il nome di ragione della progressione aritmetica. Una successione di numeri a0, a1, a2,…,an,… si dice progressione geometrica se il quoziente tra un termine ed il precedente è costante. Cioè ai/ai-1=q (sempre lo stesso valore), per i=1, 2, 3, 4,… . Al numero costante q si dà il nome di ragione della progressione geometrica.

Per esempio la successione
5
7
9
11
13
15
…
è una progressione aritmetica di ragione 2; la successione 
5
10
20
40
80
…
è una progressione geometrica di ragione 2. Per le progressioni aritmetiche, può essere efficace la seguente visualizzazione a scale, in cui ogni gradino ha altezza uguale alla ragione d:
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    a5 (per es. 15)








       a4 (per es. 13)






          a3 (per es. 11)





              a2 (per es. 9)





   a1 (per es. 7)




       a0 (per es. 5)

Si intuisce che, per un qualunque i intero positivo, si ha: ai= a0+id, perché dal termine iniziale a0 si deve salire di i gradini per arrivare ad ai. 

Sostituendo l’operazione “+” con l’operazione “(”, e quindi l’operazione “(”(somma con addendi tutti uguali) con l’operazione “elevamento a potenza” (moltiplicazione con fattori tutti uguali), si ottiene l’analoga formula per le progressioni geometriche:
ai=a0(qi.

Come si determina la somma dei termini di una progressione aritmetica, dal termine a0 fino al termine an? Osserviamo la precedente figura: anziché fare la somma delle altezze di tutti i gradini, si potrebbe moltiplicare la quota media (linea tratteggiata) per il numero di termini (n+1). Quindi: a0+a1+a2+…+an=
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 Nel particolare esempio visto la somma dei primi 6 termini è 
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=60. Provare per credere: 5+7+9+11+13+15=60.

L’analoga formula per le progressioni geometriche si ottiene con le sostituzioni di operazioni corrispondenti: 

“+”
“(”

“-“
“:” (l’operazione inversa della somma si trasforma nell’operaz. inversa della moltiplicazione)

“(”

“ap”(la somma di p addendi uguali si trasforma nel prodotto di p fattori uguali: la potenza) 

“:”
“
[image: image14.wmf]p
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” (radice pi-esima) (l’operazione inversa della moltiplicazione si trasforma nell’operaz. 

inversa della potenza)

Quindi, partendo da (*1*), si ottiene : a0(a1(a2(…(an=
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 (formula valida solo se i termini non sono negativi).

Ma non siamo riusciti a ricavare la somma dei termini di una progressione geometrica. Proviamo un’altra strada. a0+a1+a2+…+an=a0+a0q+a0q2+a0q3+…+a0qn=a0(1+q+q2+q3+…+qn). Si può verificare, ricorrendo alla divisione tra polinomi, per esempio con il metodo di Ruffini, che l’espressione tra parentesi è proprio pari al quoziente 

(qn+1-1):(q-1). Quindi a0+a1+a2+…+an=a0(qn+1-1)/(q-1). Concludendo:

	
	Progressioni aritmetiche
	Progressioni geometriche

	Ragione
	d=ai-ai-1
	q=ai/ai-1

	termine generale ai
	a0+id
	a0(qi

	Somma dei termini fino ad an
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	Prodotto dei termini fino ad an
	(di solito non ha molto interesse)
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ESEMPIO 1: Trovare rapidamente la somma dei primi 20 multipli di 3, a partire da 3.

Poiché a0=3=3(1, a1=6=3(2, a2=9=3(3, …,ai=3( (i+1),…a19=3(20=60, si riconosce una progressione aritmetica di ragione 3, in cui n=19. Si ha:

S19=3+6+9+…+60=[(3+60)/2]20=630.

ESEMPIO 2: Trovare la somma delle prime 10 potenze di 2 a partire da 4.

Si tratta, questa volta, di una progressione geometrica di ragione 2; infatti il quoziente tra una potenza e la potenza con l’esponente precedente, è uguale alla base 2. Le potenze sono 10, e la prima potenza (che è pari a 4) verrà indicata con a0, quindi si comincia a contare da 0, e si arriva al posto n=9: la decima potenza verrà indicata con a9.

S9=a0(q9+1-1)/(q-1)=4(210-1)/(2-1)=4092.

ESEMPIO 3: Trovare la somma delle potenze di 2 comprese tra 4 e 128.

Questa volta, la progressione geometrica ha ancora ragione 2, ma non conosciamo n.

a0=4=22
an=128=27
Prima di tutto ci chiediamo qual è il valore di n.

an= a0(qn ( 128=4(2n ( 32=2n ( n=5

S5=a0(q5+1-1)/(q-1)=4(26-1)/(2-1)=252.

ESEMPIO 4: Un rotolo di nastro adesivo è costituito da 15 strati approssimativamente circolari, ognuno dei quali ha lunghezza uguale alla precedente + mezzo millimetro. Sapendo che la circonferenza esterna è 13 cm, calcolare:

1. La lunghezza della circonferenza interna del rotolo, intorno cui  è avvolto il nastro, espressa in cm

(A) 12
(B) 12,1
(C) 12,25
(D) 12,3
(E) nessuna delle precedenti

2. La lunghezza (approssimativa) di tutto il nastro adesivo, espressa in metri

(A) 1
(B) 1,5
(C) 1,9
(D) 2
(E) 2,2
(Premio “Città di Terni” Mathesis  1999 Triennio)
Si tratta di una progressione aritmetica, e si può considerare termine iniziale la lunghezza della circonferenza esterna (a0=13cm); la ragione è negativa (d=-0,05cm). 

Sono 15 termini, di cui il primo a0=13 cm, quindi n=14, e l’ultimo termine (cioè la lunghezza della circonferenza minore) sarà a14=a0-14(0,05=12,3 cm (risp 1. (D)).

S14=(13+12,3) 15/2 cm= 189,75 cm (risp. 2. (C)).

ESEMPIO 5: Determinare tutti i triangoli rettangoli con i lati in progressione aritmetica.
Le lunghezze dei 3 lati di un triangolo con la caratteristica richiesta, sono del tipo: a, a+d, a+2d; l’ipotenusa deve essere il lato maggiore, quindi essa ha misura a+2d. Le 3 misure devono verificare il teorema di Pitagora. (a+2d)2=a2+(a+d)2 ( a2+4d2+4ad=a2+a2+d2+2ad ( a2-3d2-2ad=0 Trattandosi di un’equazione omogenea di grado 2 in a, d (cioè il polinomio uguagliato a zero è una somma di monomi tutti dello stesso grado, 2), dividiamo entrambi i membri dell’equazione per a2 (che sicuramente è >0) ( 1-3(d/a)2-2(d/a)=0 e, ponendo d/a=t , si ottiene –3t2-2t+1=0 le cui soluzioni sono: t1=1/3, t2=-1. La seconda soluzione non è accettabile, perché negativa. Quindi d/a=1/3, cioè il cateto minore ha lunghezza a che è il triplo della ragione d, quindi i lati del triangolo hanno misure: 3d, 3d+d=4d, 3d+2d=5d. Viceversa, qualunque terna di numeri positivi del tipo (3d,4d,5d) è sempre proporzionale alla nota terna pitagorica (3,4,5) e quindi rappresenta i lati di un triangolo rettangolo i cui lati sono in progressione aritmetica. Quindi i triangoli cercati sono tutti e soli quelli simili al triangolo di lati 3, 4, 5.

ESEMPIO 6*: Determinare tutti i triangoli rettangoli con i lati in progressione geometrica.
Consideriamo un triangolo i cui lati siano in progressione geometrica; allora essi devono avere misure, rispettivamente: a, aq, aq2. Condizione necessaria e sufficiente affinché il triangolo sia rettangolo è che valga la relazione pitagorica.Deve essere vera una delle tre relazioni seguenti, ovvero di quelle accanto (ottenute dividendo i due membri per a2 e riordinando):

a2=a2q2+a2q4
1=q2+q4
q4+q2-1=0

a2q2=a2+a2q4
q2=1+q4
q4-q2+1=0

a2q4=a2+a2q2
q4=1+q2
q4-q2-1=0

Sono 3 equazioni biquadratiche in q, di cui la seconda ha discriminante negativo (nessuna soluzione). 

Dalle altre due si ricava: 
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ma, considerando che il radicando deve essere positivo, e anche q (il quoziente tra due lunghezze deve essere positivo) si ha 
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, che fornisce i due possibili valori della ragione. Quindi i triangoli cercati sono quelli simili ai triangoli di lati (1, 
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) dove considerando il segno “+”, si ottiene una prima classe di triangoli, prendendo invece il segno “-“, si ottiene un’altra classe di triangoli.

ESERCIZI PROPOSTI

ESERCIZIO I:Qual è la somma dei primi 30 numeri interi positivi?

(A) 450
(B) 455
(C) 460
(D) 465
(E) 480
ESERCIZIO II: Di un rotolo di nastro adesivo si può misurare la circonferenza esterna (14 cm), quella interna (7 cm) e dalla confezione si legge  che esso è lungo 2,94 m. Se riteniamo opportuno, come nella risoluzione dei problemi dell’esempio 4), approssimare la situazione mediante il modello della progressione aritmetica, qual è il numero di  strati?

(A)7
(B)14
(C) 16
(D) 70
(E) Nessuna precedente risposta è corretta



ESERCIZIO III: Si considerino i numeri 101/10, 102/10, 103/10, …, 10(2n+1)/10. Qual è il più piccolo valore di n per cui moltiplicando fra loro questi numeri il risultato è maggiore di un miliardo?

(A) 6
(B) 9
(C) 10
(D) 13
(E) Nessuno dei precedenti
(Olimp. Mat. Triennio 1993)
ESERCIZIO IV: In quale riga e in quale colonna della tabella infinita rappresentata a lato, si trova il numero 1993?
(A) riga 100, col. 93
(B) r. 93, c. 100
(C) r. 63, c. 40        

(D) r. 60, c. 43        (E) r. 63, c. 80




 
( Olimp. Mat. Triennio 1993)
( Sugger.: osservare che , per ogni i, la riga i termina con la somma dei numeri compresi tra 1 e i, cioè con il numero i(i+1)/2. Cerchiamo allora per quale i si ha: 

i(i-1)/2<1993(i(i+1)/2. Risolvendo le due disequazioni, si trova i=…, quindi 1993 si trova nella 63ariga. La riga precedente termina con 62(63/2=1953. Quindi 1996 si trova al 40° posto della riga 63.









..………………….…...

 ESERCIZIO V*: L’equazione x3-6ax2-(a2+1)x=0 per quanti valori del parametro reale a ammette 3 radici reali in progressione aritmetica?

(A) 1
(B) 2
(C) 3
(D) 6
(E) infiniti
( Olimp. Mat. Triennio 1993)
(1° procedim. suggerito: raccoglimento a fattor comune; 1 soluz nulla e le altre 2 soluz dell’eq. 2° grado, che ha discriminante sempre…; consideraz. che il prodotto di queste ultime 2 soluz. è … (regola del prodotto soluz equaz. di 2° grado), quindi le dette 2 soluz. hanno segno opposto, anzi, poiché le 3 soluz. devono essere in progress. aritm., le 2 soluz. devono essere opposte, e la loro somma deve essere…, quindi (per la regola della somma delle soluz. di un’equaz. di 2° grado), deve essere –6a=…, cioè a=…; perciò si ha un unico caso (risp.: (A)).

2° procedim. suggerito: raccoglimento a fattor comune; 1 soluz nulla e le altre 2 soluz dell’eq. di 2° grado x2-6ax-(a2+1)=0, e quindi hanno la forma x1,2=…. Poniamo la 1^ soluzione =e, la 2^ =e+d, la 3^ =e+2d.Se e=0,allora le 3 soluzioni sono: (0,d,2d); se e+d=0, allora le 3 soluz. sono (-d,0,d); se e+2d=0, allora le soluz. sono (-2d,-d,0). Nel 1° e nel 3° caso le soluz non nulle, che sono soluz. anche dell’equaz. di 2° grado, devono essere tali che x2=2x1 oppure x1=2x2; cioè 
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 o …; entrambe le equazioni irrazionali risultano senza soluzione, quindi i due casi sono impossibili. Resta il 2° caso (-d,0,d), e poiché le 2 soluz. dell’equaz. di 2° grado devono essere opposte, x2=-x1, quindi… a=0: il valore possibile per a è solo uno).

ESERCIZIO VI: Si costruisca una tabella infinita di numeri nel modo seguente: la prima riga e la prima colonna sono formate dalla progressione aritmetica di ragione 3 a partire dal numero 4. Per ogni k intero maggiore di uno, la k-esima riga e la k-esima colonna sono costituite da una progressione aritmetica di ragione 2k+1. Si dimostri che un numero appartiene alla tabella se e solo se 2n+1 non è primo.
( Olimp. Mat. Triennio 1993)
	4
	7
	10
	13
	…

	 7
	12
	17
	22
	…

	10
	17
	24
	31
	…

	13
	22
	31
	40
	…

	…
	…
	…
	…
	…


(Suggerim.: elemento riga i-colonna j: lo si può raggiungere attraverso una linea costituita da 2 tratti: il primo orizzontale ed il 2° verticale; il 1° è un tratto (lungo la 1^ riga) di prog. aritm. di ragione 3; il 2° è un tratto di prog. aritm. di ragione 2j+1; risulta quindi aij=4+3(j-1)+(2j+1)(i-1)=…(calcoli)…=2ij+i+j. Allora 2n+1=2(2ij+i+j)+1 che, con raccoglimento parziale a fattor comune, si può scrivere (2i+1)(2j+1) non primo, poiché i due fattori sono >1. Viceversa, se 2n+1 non è primo, si può scomporre come prodotto di due fattori >1, che devono essere entrambi dispari (2n+1 è infatti dispari) e possono essere scritti come 2i+1, e 2j+1 rispettivamente, per opportuni i,j>0: quindi n è l’elemento della riga i e della colonna j nella tabella (infatti rieseguendo a ritroso i calcoli visti sopra si ottiene n=2ij+i+j).

ESERCIZIO VII: In un’isola di cavalieri e furfanti (in cui o si è cavalieri, e in tal caso si dice sempre la verità, o si è furfanti, e allora si mente sempre), questi ultimi sono in numero doppio rispetto ai cavalieri. A ciascun abitante dell’isola viene chiesto quanti sono i cavalieri. Mentre ogni cavaliere fornisce la risposta esatta, il primo furfante fornisce il numero esatto aumentato di 1, il secondo furfante il numero esatto aumentato di 2, e così progressivamente. Sapendo che la somma di tutte le risposte è 1140, quanti sono gli abitanti dell’isola?

(A) 30
(B) 45
(C) 60
(D) 90
(E) 99
( Olimp. Mat. Triennio 2001)
Risposte: I: (D); II: 294 = (28+14)(n+1)/2, quindi (B); III: (A); IV: (C); V: (A); VII: (B)

Semplifichiamoci la vita
(Problemi con riduzione del numero di casi da esaminare)

Nella risoluzione di un problema “per tentativi”, o quando è necessario esaminare un certo numero di casi, si può risparmiare anche una notevole quantità di tempo se si riescono a riconoscere dei casi da escludere subito, in quanto non possono verificarsi, o comunque se ci si può limitare a considerare un numero limitato di casi.

ESEMPIO 1: Nella seguente moltiplicazione 







2  a  b   X







    c  8   =






          

          5  d  e  f

ad ogni lettera corrisponde una cifra. Sapendo che nella moltiplicazione compaiono tutte le cifre da 1 a 9, qual è il valore di e?

(A) 3
(B) 4
(C) 6
(D) 7
(E) 9
                  (Olimp. Mat. ,febbr. 2002, gara 2° liv. Biennio)

In un primo momento, potremmo pensare di assegnare un valore a caso ad a, un valore diverso a b, un altro a c, …e vedere se il conto torna; poi esaminare altri valori per ciascuna lettera, e così via. Ma, poiché ogni lettera può variare in 10 modi diversi, il numero di casi è scoraggiante. Per escluder alcuni casi, osserviamo che il risultato è dell’ordine delle 5 migliaia, quindi 2 X c, con l’aggiunta dell’eventuale riporto, deve dare 5. Quindi limitiamo la variabilità di c a due soli possibili valori: 1 o 2. Ma poiché le cifre devono essere diverse tra loro, 2 è già presente nel primo fattore, quindi c=1. Così conosciamo il 2° fattore: 18. Per a, inoltre, è inutile esaminare i valori troppo piccoli, poiché il prodotto deve essere maggiore o uguale a 5000, e, considerato che 269 X 18=4842, che 279 X 18=5022, deve essere a>6; vanno però anche esclusi i casi a=7, perché in tal caso sarebbe d=0 che non può essere (le cifre devono essere comprese tra 1 e 9), ed a = 8 (già presente nella moltiplicazione). Quindi a=9. Per quanto riguarda b, i valori possibili sono a questo punto 3, 4, 6, 7. Poiché 293 X 18=5274, 294 X 18=5292, 296 X 18=5328, 297 X 18=5346, si conclude che l’unica possibilità è l’ultima: b=7 (infatti gli altri 3 casi sono inaccettabili in quanto si hanno cifre ripetute).

(risp. (B))

ESEMPIO 2. Siano a<b<c interi positivi tali che a2+b2+c2 ha lo stesso numero di cifre di a+b+c. Qual è il massimo valore che può assumere c?


(Olimp. Mat. ,febbr. 2002,gara 2° liv. Biennio)

(A) 9
(B) 10
(C)18
(D) 30
(E) 31

Affinché le due espressioni abbiano lo stesso numero di cifre, deve esistere uno stesso intero positivo n per il quale
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a2+b2+c2<10(a+b+c), che, svolti i calcoli, si esprime: a2-10a+b2-10b+c2-10c<0.   (*).

Osserviamo che, nella disuguaglianza (*), i primi 2 addendi, con l’aggiunta di 25, formano il quadrato di un binomio; analogamente il terzo ed il quarto, e così pure il quinto e il sesto. Aggiungendo allora al primo ed al secondo membro, la quantità 75 (cioè 25+25+25), si può scrivere la seguente relazione, equivalente ad (*):

(a-5)2+(b-5)2+(c-5)2<75.

Ciascuno dei tre quadrati del 1° membro deve essere necessariamente <75; in particolare (c-5)2<75 che equivale (essendo c intero) a: –9<c-5<9 e quindi a –14<c<14; essendo c positivo, deve essere 0<c<14. Se c è ≥10, allora c2ha non meno di 2 cifre, e lo stesso a2+b2+c2 ha almeno 3 cifre, mentre a+b+c≤3c<14X3, ha sol 2 cifre. Perché sia rispettata la condizione (relativa alle cifre) imposta dal problema, deve essere c≤9. Ora ci chiediamo: ma 9 è veramente il maggior valore di c tra quelli che verificano la condizione richiesta dal problema? Basta trovare una terna (a,b,c) con c=9, che verifichi tale condizione. Ebbene (1,2,9) la verifica. Infatti 12+22+92=86 ha 2 cifre, e 1+2+9=12 ha pure 2 cifre. Poiché è stato detto che deve essere necessariamente c≤9, possiamo concludere che il maggior valore di c tra quelli con la detta proprietà, è 9.

ESEMPIO 3. Un insegnante di Matematica dice ai suoi alunni che per aprire il lucchetto della sua bicicletta occorre azzeccare la giusta sequenza di 5 cifre e che tale sequenza è un numero multiplo di 3 della forma ABCBA (con A, B,C che rappresentano cifre non necessariamente distinte da 0 a 9 estremi inclusi).Qual è il numero di tentativi che al massimo si devono fare per poter aprire il lucchetto?

(Olimp. Mat. ,febbr. 1993, gara Triennio)

(A) 9
(B) 33
(C) 34
(D) 333
(E) 334

Il numero ABCBA è divisibile per 3 se e solo se la somma delle sue cifre è multiplo di 3, cioè se e solo se 2A+2B+C=3k, per un k intero. Poiché A può variare in 10 modi diversi, B in 10 modi, e così C, dovremmo esaminare tutti i 10X10X10=1000 casi, e per ciascuno di loro vedere se il numero ABCBA è divisibile per 3. Cerchiamo una scorciatoia. 2(A+B)+C deve essere multiplo di 3. Se 2(A+B) è multiplo di 3, esistono 4 possibilità per C (C=0, C=3, C=6, C=9) affinché l’espressione detta sia multiplo di 3; se invece 2(A+B) è un numero del tipo 3k+1 (k intero), allora per C esistono 3 possibilità (2, 5, 8); se 2(A+B) è del tipo 3k+2, allora per C esistono 3 possibilità (1, 4, 7). Le possibilità per C sono,secondo i casi, 3 o 4. Per evitare di dover distinguere vari casi, conviene in questo caso supporre c≠0 (caso particolare che verrà esaminato a parte), in modo che i valori di C siano 3 in tutti i casi. Quindi, se c non è nullo, i casi per cui 2A+2B+C=3k, sono 10 X 10 X 3 =300 (infatti, lo ripetiamo, A può variare in 10 modi, B in 10 modi; C, per ogni fissata coppia di valori A, B, può variare in soli 3 modi) Per “contare” i casi rimanenti, con C=0, vediamo che l’espressione diventa 2(A+B), che è multiplo di 3 se e solo se A+B lo è; questo accade, per il noto criterio di divisibilità per 3, se e solo se il numero AB (nel senso di 10A+B) lo è (ciò si verifica 34 volte, poiché, dei numeri compresi tra 1 e 99, sono 33 quelli multipli di 3, ai quali va aggiunto lo 0, che è pure divisibile per 3). Concludendo, la risposta è 334 (E).

ESEMPIO 4 .Quanti sono gli interi n compresi tra 1 e 1300, tali che n2+1 sia divisibile per 13?

(A) 100
(B) 200
(c) 650
(D) 2
(E) nessuno
(Olimp. Mat. ,febbr. 1992,gara Triennio)

Per non esaminare tutti i 1300 (!!) casi, possiamo usare per questo problema le congruenze modulo 13. Vediamo prima cosa si intende per congruenze modulo k, se k è un intero positivo. Dati due numeri interi positivi n, k, esistono sempre due numeri interi positivi q (quoziente della divisione tra numeri interi) e r (resto, con la proprietà r<k) tali che n=qk+r. Per esempio, per n=30, k=13, si ha 30=2(13+4 (q=2; r=4). Si può anche scrivere 30 div 13=2 e 30 mod 13=4. Quest’ultima si può leggere: “30 modulo 13 uguale 4”, e può essere scritta, in alternativa, così: 30(4(mod 13) che si legge: “30 congruo a 4 modulo 13”. Per risolvere il nostro 4° problema, osserviamo che un intero n può esser scritto nella forma n=q13+r, dove q è il quoziente (di una divisione tra numeri interi), mentre r è il resto della divisione, che è un intero tra 0 e 13-1=12. Dire che n2+1 è divisibile per 13, equivale a dire che (13q+r)2+1 è divisibile per 13, o che lo è 169q2+26rq+r2+1=13(13q2+2rq)+r2+1. L’ultima forma in cui è stata scritta l’espressione, mostra che essa è somma di un multiplo di 13 e della quantità r2+1, e perciò tutta l’espressione è multiplo di 13 se e solo se r2+1 è multiplo di 13. Poiché i valori possibili di r sono 13 (gli interi da 0 a 12), possiamo esaminare solo questi 13 casi, invece degli iniziali 1300. Ecco i valori che può assumere l’espressione r2+1:

	r
	r2+1

	0
	1

	1
	2

	2
	5

	3
	10

	4
	17

	5
	26=13(2

	6
	37

	7
	50

	8
	65=13(5

	9
	82

	10
	101

	11
	122

	12
	145


Solo r=5, r=8 rendono divisibile per 13 sia l’espressione r2+1, sia l’espressione di partenza n2+1. Quindi, tra gli interi compresi tra 1 e 13, sono due quelli tali che n2+1 sia divisibile per 13, tra 14 e 25 sono ancora due, tra 26 e 38 altri due, e così via. Tra 1 e 1300, ci sono 100 gruppi di numeri ognuno dei quali contiene tutti e 13 i possibili resti, e per ognuno di questi 100 gruppi sono 2 i numeri che ci interessano. In tutto, i numeri che rendono l’espressione n2+1 multiplo di 13 sono quindi 2(100=200. (risposta(B).)

ESERCIZIO PROPOSTO

ESERCIZIO I: Si dica quanti sono i sottoinsiemi di {1,2,3,4,5,6,7} tali che la somma dei propri elementi sia un numero dispari.

(A) 64
(B) 63
(C) 32
(D) 31
(E) Nessuna delle precedenti.
(Olimp. Mat., 1991, Biennio)

[Ricordare che la somma di 2, o di 4, o di 6,…numeri dispari, è un numero pari; la somma di 3, o di 5, o di 7,…numeri dispari, è dispari; la somma di un qualsiasi numero di numeri tutti pari, è pari; la somma di un certo numero di interi è dispari solo se il numero di addendi dispari, è dispari]
(Risp. (A))

Forme, aree e volumi

(Geometria)

ESEMPIO 1: Una statua di bronzo, piena e alta 60 cm, viene fusa e dal metallo ottenuto si ricavano delle copie in scala, ciascuna alta 10 cm. Quante copie si possono ottenere?

(A) 6
(B) 36
(C) 60
(D) 216
((E) 256





(Olimp. Mat. Biennio 1990)

Essendo il rapporto tra misure lineari di due solidi in scala, pari a k=60/10=6, il rapporto tra i volumi di due solidi in scala è k3, dal momento che il volume di un solido simile (in scala) ad un altro è il prodotto di 3 lunghezze, ciascuna delle quali è pari alla corrispondente lunghezza del primo solido moltiplicata per k. Quindi il volume di ciascuna copia è 63=216 volte più piccola della statua originaria; quindi saranno realizzabili, con il bronzo della statua originaria, 216 statuette in scala. (risp. (D)).

ESEMPIO 2: Per la festa del Patrono, la colonna del Santo è stata avvolta con una lunga ghirlanda. Posto che la colonna sia perfettamente cilindrica, alta 60 m, con una circonferenza di 9 m, e che la spirale della ghirlanda descriva 5 giri, quanto è lunga la ghirlanda?

(A) 90 m
(B) 150 m
(C) 75 m
(D) 100 m


(E) Nessuna delle precedenti risposte è corretta                (Premio “Città di Terni” Mathesis , Triennio 1993)

La situazione problematica si può schematizzare con un grande triangolo rettangolo (che immaginiamo avvolto intorno alla colonna) il cui cateto di base è pari al prodotto tra la lunghezza della circonferenza di base della colonna ed il numero di giri, mentre l’altezza coincide con l’altezza della colonna. Usando il teorema di Pitagora, la lunghezza dell’ipotenusa (quindi la lunghezza della ghirlanda) è …(risp. (C)).

ESEMPIO 2: Su un piano sono appoggiate tre sfere di raggio 1, a due a due tangenti tra loro. Una quarta sfera, sempre di raggio 1, è appoggiata sopra di esse, nel mezzo. Quanto è alta la costruzione?     (Olimp. Mat. Biennio 1995)
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 (Notare prima di tutto che le congiungenti i quattro centri formano un tetraedro le cui facce sono triangoli equilateri di lato il diametro di ciascuna sfera. La misura dell’altezza di ciascun triangolo è quindi 
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, che è quindi anche l’ipotenusa del triangolo tratteggiato. Per determinare la lunghezza del cateto che giace nel piano di base, osserviamo nella seconda figura (triangolo di base del detto tetraedro), che il cateto cercato coincide con il cateto di un altro triangolo rettangolo, che ha angoli di 30°, 60°, 90°. Il cateto detto misura pertanto 
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. Consegue che l’altezza del tetraedro è 
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. Risposta (A)).

ESEMPIO 3: Determinare l’area della parte ombreggiata, sapendo che la circonferenza più grande ha raggio 1.
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Unendo i centri delle 4 circonferenze piccole (di raggio r), si ottiene un quadrato di lato 2r e l’area A richiesta è la differenza tra l’area di tale quadrato e la somma delle aree dei 4 settori circolari in esso contenuti, ciascuno di area (r2/4. Quindi A=4r2-(r2=(4-()r2. 

Per determinare il valore di r, tracciare un diametro della circonferenza grande passante per due vertici opposti del quadrato. Si ha che 
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. Sostituendo: A=
[image: image44.wmf])

2

2

3

)(

4

(

2

)

1

2

)(

4

(

-

-

=

-

-

p

p


ESERCIZI PROPOSTI

ESERCIZIO I: La sfera C ha raggio r e la sfera S ha raggio 2r. Il rapporto tra i volumi di S e C è:

(A) 2
(B) 4
(C) 8
(D) (
(E) ½






(

ESERCIZIO II: Data una semicirconferenza di diametro AB avente lunghezza data 2R, determinare la lunghezza r del raggio di due circonferenze uguali tra loro e tangenti sia al diametro AB, sia alla circonferenza, sia tra loro.


                                (Premio “Città di Terni” Mathesis, Triennio 1997)

ESERCIZIO III: Data una semisfera di raggio di lunghezza R, determinare la lunghezza r del raggio di quattro sferette uguali tra loro e tangenti sia al diametro AB, sia alla superficie sferica della semisfera, sia tra loro.



                                      (Premio “Città di Terni” Mathesis, Triennio 1997)
Risposte: IC; II: r=
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